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ПРОЧНОСТЬ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ПРЯМОУГОЛЬНОГО 
ПРОФИЛЯ ПРИ КОСОМ ВНЕЦЕНТРЕННОМ СЖАТИИ  

С ПРИМЕНЕНИЕМ НЕЛИНЕЙНОЙ ДЕФОРМАЦИОННОЙ МОДЕЛИ 
 

Аннотация. Изучение литературы показало отсутствие подробного алгоритма рас-
чёта прочности железобетонных элементов прямоугольного профиля при косом внецентренном 
сжатии с применением нелинейной деформационной модели. Восполнить этот пробел призвана 
данная статья, в которой такой алгоритм представлен. Особенность предложенной методики 
заключается в том, что для каждой компоненты железобетонного сечения (бетонной площад-
ки, арматурного стержня) вводится локальная система координат с началом отчёта, распо-
ложенном на нейтральной оси сечения. Это позволяет на этой оси приравнять продольные де-
формации нулю, ε0=0, и значительно упросить расчётные формулы для определения кривизны и 
других параметров. Выполнено сравнение результатов расчёта разрушающей нагрузки Nult по 
методике с экспериментальными данными, приведёнными в работе М.С. Торяника. Сравнение 
выполнено для 7 коротких образцов, отличающихся размерами поперечного сечения, армирова-
нием, классом бетона, эксцентриситетом приложения нагрузки. Установлена близость ре-
зультатов, отличие составляет от -6,8 до +6,1 %, что можно считать приемлемым, поэтому 
предложенная методика рекомендуется для внедрения в нормы проектирования. 
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STRENGTH OF REINFORCED CONCRETE ELEMENTS  
OF A RECTANGULAR PROFILE UNDER OBLIQUE OUT-OF-CENTER 

COMPRESSION USING A NONLINEAR DEFORMATION MODEL 
 
Abstract. The study of the literature showed the absence of a detailed algorithm for calculating 

the strength of reinforced concrete elements of a rectangular profile under oblique out-of-center com-
pression using a nonlinear deformation model. This article, which presents such an algorithm, is in-
tended to fill this gap. The peculiarity of the proposed method is that a local coordinate system is intro-
duced for each component of the reinforced concrete section (concrete platform, reinforcing bar) with 
the beginning of the report located on the neutral axis of the section. This makes it possible to equate 
the longitudinal deformations to zero, ε0=0, on this axis, and significantly simplify the formulas for de-
termining the curvature and other parameters. The results of calculating the destructive load of Nult us-
ing the method are compared with the experimental data presented in the work of M. S. Toryanik. The 
comparison was made for 7 short samples that differ in cross-section size, reinforcement, concrete 
class, and load application eccentricity. The similarity of the results is established, the difference is 
from -6.8 to +6.1 %, which can be considered acceptable, so the proposed method is recommended for 
implementation in the design standards. 
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Введение 
К настоящему моменту нелинейная деформационная модель железобетонного сечения 

прочно вошла в арсенал инженеров-проектировщиков благодаря своей простоте, 
универсальности и возможности самостоятельно автоматизировать расчёты с её 
использованием. Тем не менее, что в нормативной [1], что в научно-технической литературе 
[2]-[5] и др., работы, где подробно описывались бы алгоритмы расчёта железобетонных 
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элементов с применением этой модели, практически отсутствуют. При этом существующие 
вычислительные комплексы, реализующие положения модели, такие как NormCAD, Midas 
GSD др., имеют в своей основе закрытые программные коды, что обусловлено коммерческой 
тайной разработчиков. В качестве исключения можно назвать лишь некоторые 
немногочисленные публикации [6]-[10], где в разной степени детальности расчётные алго-
ритмы рассматриваются, но для частных наиболее простых случаев напряжённо-
деформированного состояния стержневых железобетонных элементов. Для случая косого 
внецентренного сжатия подробные алгоритмы не обнаружены. Единственным найденным 
исключением для примера сталефибробетонных колонн является диссертационное исследо-
вание [11], результаты которого могут быть распространены и на обычный железобетон при 
учёте его особенностей. Тем не менее, реализовать предлагаемые и в этой, и в других рас-
смотренных работах алгоритмы непосредственно в программных комплексах без дополни-
тельной проработки промежуточных этапов расчёта не представляется возможным. Воспол-
нить этот пробел призвана данная статья. 

Модели и методы 
Алгоритм расчёта прочности косо внецентренно нагруженного короткого элемента (с 

гибкостью λ<14) прямоугольного сечения в данной статье строится на общих положениях 
нелинейной деформационной модели, изложенных в [1], с учётом диаграмм, предложенных 
в [12]-[13] и [14]. Их реализация выполнена в ПК «MathCAD 15.0». 

Результаты исследования и их анализ 
Алгоритм представлен в таблице 1. Расчётная схема короткого железобетонного эле-

мента при косом внецентренном сжатии показана на рисунке 1. Особенность этой расчётной 
схемы заключается в том, что для каждой компоненты железобетонного сечения (бетонной 
площадки, арматурного стержня) вводится локальная система координат с началом отчёта, 
расположенном на нейтральной оси сечения. Это позволяет на этой оси приравнять продоль-
ные деформации нулю, 0 0  , и значительно упросить расчётные формулы для определения 

кривизны и других параметров. 
 

а)   б)         в) 
 

 
Рисунок 1 – Расчётная схема короткого железобетонного элемента при косом внецентренном сжатии: 

а – расчётная схема короткой стойки (элемента); б – схема усилий в поперечном сечении;  
в – расчётная схема поперечного сечения элемента для построения нелинейной деформированной модели  

(напряжения и деформации условно не показаны) 
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Таблица 1 – Обобщенный алгоритм расчета прочности железобетонных элементов при косом 
внецентренном сжатии с применением нелинейной деформационной модели 

№ 
п/п 

Описание этапа Основные расчетные выражения и величины 

1 2 3 
Исходные данные

1. 
Геометрические, физические и 
силовые параметры. 

b, h, as, ds1, ds2, ds3, ds4, кл. B, кл. A, N, e0x, e0y. 

2. 

Диаграммы деформирования 
материалов: для арматуры – 
двухлинейная Прандтля, для 
бетона – криволинейная [12]-
[13] либо [14]. 

«σb-εb», «σbt-εbt», «σs-εs», «σsc-εsc». 

Этап I. Первое приближение

3. 

Задать начальное положение 
декартовой системы координат 
Oxy с началом в левом нижнем 
углу сечения элемента. Сечение 
разбить по высоте и ширине на 
элементарные площадки с раз-
мерами x y  . С центральны-

ми осями Ox0y0 приведённого 
сечения связать точку приложе-
ния сжимающей силы N. 

n≥10, m≥10, x

b

m
  , y

h

n
  . 

4. 

Для каждой площадки опреде-
лить её координаты 

,i jx  и 
,i jy . 

Составить расчетную схему се-
чения. 

 , 0,5i j xx j   ,  , 0,5i j yy i   ,  0; 1i n  ,  0; 1j m  . 

5. 
Начальное приближение кри-
визн. 

2

0

1

6x b y
x b

bh
R e

E



  , 

2

0

1

6y b x
y b

hb
R e

E



  , 2 2

0 x y    . 

6. 
Начальное приближение радиу-
сов инерции сечения. 12

x

b
i  , 

12
y

h
i  . 

7. 
Начальное приближение коор-
динат ц.т. приведённого сече-
ния. 

0 2

b
x  , 0 2

h
y  . 

8. 
Начальное положение 
нейтральной оси. 

 2
0 , 0

. . , 0 2
0

1
y i jy

н о i j
x x

e y yi
x x

e i

 
   
  

, 
 2

0 , 0

. . , 0 2
0

1
x i jx

н о i j
y y

e x xi
y y

e i

 
   
  

, 

 2
0 0

. . 1 0 2
0

1y y s
н о s

x x

i e a y
x x

e i

 
   

  
, 

 2
0 0

. . 1 0 2
0

1 x sx
н о s

y y

e a xi
y y

e i

 
   

  
, 

. . 2 . . 1н о s н о sx x , 
 2

0 0
. . 2 0 2

0

1 x sx
н о s

y y

e b a xi
y y

e i

  
   

  
, 

 2
0 0

. . 3 0 2
0

1y y s
н о s

x x

i e h a y
x x

e i

  
   

  
, . . 3 . . 1н о s н о sy y , . . 4 . . 3н о s н о sx x , 

. . 4 . . 2н о s н о sy y . 

9. 
Расстояния от каждой точки 
железобетонного сечения до 
нейтральной оси. 

. . , . . , ,н о i j н о i j i jdx x x  , . . , . . , ,н о i j н о i j i jdy y y  , 

   
. . , . . ,

. . , 2 2

. . , . . ,

н о i j н о i j

н о i j

н о i j н о i j

dx dy
d

dx dy



; 

. . 1 . . 1н о s н о s sdx x a  , . . 1 . . 1н о s н о s sdy y a  ,  . . 2 . . 2н о s н о s sdx x b a   , 

. . 2 . . 2н о s н о s sdy y a  , . . 3 . . 3н о s н о s sdx x a  ,  . . 3 . . 3н о s н о s sdy y h a   , 

 . . 4 . . 4н о s н о s sdx x b a   ,  
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Продолжение таблицы 1 
1 2 3 

   . . 4 . . 4н о s н о s sdy y h a   , 
   

. . , . . ,

. . , 2 2

. . , . . ,

н о s l н о s l

н о s l

н о s l н о s l

dx dy
d

dx dy



, l=1,2,3,4. 

10. 

Задаться числом итераций 
(последовательных при-
ближений) расчета – реко-
мендовано не менее 20. 

p≥20,  0; 1k p  . 

Этап II. Последовательные приближения

11. 

Используя гипотезу плос-
ких сечений, вычислить 
относительные деформа-
ции в бетоне и арматуре. 

, 0 . . , 0i j н о i jk d    , 0 0  , 
где 1k   , если 0 0 . . ,0 0 0x y н о i je e dx     ; 1k   , если 

0 0 . . ,0 0 0x y н о i je e dx     ; 1k   , если 0 0 . . ,0 0 0x y н о i je e dx     ; 1k   , 

если 0 0 . . ,0 0 0x y н о i je e dx     ; 1k   , если 0 0 . . ,0 0 0x y н о i je e dx     ; 

1k   , если 0 0 . . ,0 0 0x y н о i je e dx     ; 1k   , если 

0 0 . . ,0 0 0x y н о i je e dx     ; 1k   , если 0 0 . . ,0 0 0x y н о i je e dx     . 

, 0 . . , 0s l н о s lk d    , 0 0  , l=1,2,3,4, 

где 1k   , если 0 0 . . ,0 0 0x y н о s le e dx     ; 1k   , если 

0 0 . . ,0 0 0x y н о s le e dx     ; 1k   , если 0 0 . . ,0 0 0x y н о s le e dx     ; 1k   , 

если 0 0 . . ,0 0 0x y н о s le e dx     ; 1k   , если 0 0 . . ,0 0 0x y н о s le e dx     ; 

1k   , если 0 0 . . ,0 0 0x y н о s le e dx     ; 1k   , если 

0 0 . . ,0 0 0x y н о s le e dx     ; 1k   , если 0 0 . . ,0 0 0x y н о s le e dx     . 

12. 

По диаграммам деформи-
рования «σb-εb», «σbt-εbt», 
«σs-εs», «σsс-εsс» вычислить 
соответствующие напря-
жения в бетоне и армату-
ре. 

σi,j, σs,l , l=1,2,3,4. 

13. 

Коэффициент, учитываю-
щий совместную работу 
растянутого бетона и ар-
матуры на участке между 
трещинами. 

2

,

,

, 2

, ,

, 2

max min 1 0,8 ;1,0 ;0,2 ,

1,0,

bt

s l

s l

s l bt

s l s l

s l bt

если

если






 

 

 

   
            
 

, l=1,2,3,4. 

14. 
Вычислить секущие моду-
ли деформаций бетона и 
арматуры. 

, ,sec
, ,

,

b i j
b i j

i j

E



 , (если sec
, 2 , ,, 0i j bt b i jто E   ), ,sec

,
, ,

s l
sred l

s l s l

E


 
 , l=1,2,3,4. 

15. 
Площадь элементарных 
бетонных площадок.  sec sec

, , , , , , , ,, 0; 0, 0b i j x y b i j b i j b i jA если E A если E        . 

16. 

Статический момент эле-
ментарных бетонных пло-
щадок относительно за-
данных осей координат 
Oxy. 

sec sec
, , , , , , , , ,

sec sec
, , , , , , , , ,

, 0; 0, 0

, 0; 0, 0
bx i j x y i j b i j bx i j b i j

by i j x y i j b i j by i j b i j

S y если E S если E

S x если E S если E

       
       

 

17. 

Момент инерции элемен-
тарных бетонных площа-
док относительно цен-
тральных осей координат 
O'x0y0 приведённого сече-
ния. 

 
 

2 sec sec
0, , , 0 , , 0, , , ,

2 sec sec
0, , , 0 , , 0, , , ,

, 0; 0, 0

, 0; 0, 0

bx i j x y i j b i j bx i j b i j

by i j x y i j b i j by i j b i j

I y y если E I если E

I x x если E I если E

        

        

 

18. 
Площадь бетонного сече-
ния за вычетом трещины. 

1 1

, ,
0 0

n m

b b i j
i j

A A
 

 

  . 
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Продолжение таблицы 1 
1 2 3 

19. 

Статический момент бе-
тонного сечения относи-
тельно заданных осей ко-
ординат Oxy за вычетом 
трещины. 

1 1

, ,
0 0

n m

bx bx i j
i j

S S
 

 

  , 
1 1

, ,
0 0

n m

by by i j
i j

S S
 

 

  . 

20. 

Момент инерции бетонно-
го сечения относительно 
центральных осей коорди-
нат O'x0y0 приведённого 
сечения. 

1 1

0 , ,
0 0

n m

bx bx i j
i j

I I
 

 

  , 
1 1

0 , ,
0 0

n m

by by i j
i j

I I
 

 

  . 

21. 
Осреднённый секущий 
модуль деформаций всего 
бетонного сечения. 

1 1
sec
, ,

0 0sec

n m

b i j
i j

bred

E

E
nm

 

 


. 

22. 
Площадь приведённого 
сечения за вычетом тре-
щины. 

4
sec

, ,
1

sec

sred l s l
l

red b
bred

E A
A A

E
 


. 

23. 

Статический момент при-
ведённого сечения относи-
тельно заданных осей ко-
ординат Oxy за вычетом 
трещины. 

    sec sec sec sec
,1 1 ,2 2 ,3 3 ,4 4

sec

sred s sred s s sred s sred s s

redx bx
bred

E A E A a E A E A h a
S S

E

   
  , 

    sec sec sec sec
,1 1 ,2 2 ,3 3 ,4 4

sec

sred s sred s s sred s sred s s

redy by
bred

E A E A a E A E A b a
S S

E

   
  . 

24. 

Уточнить координаты 
центра тяжести приведен-
ного сечения и положени-
ем нейтральной оси. 

0
redy

red

S
x

A
 , 0

redx

red

S
y

A
 . 

25. 

Момент инерции приве-
дённого сечения относи-
тельно центральных осей 
координат O'x0y0 приве-
дённого сечения. 

       22sec sec sec sec
,1 1 ,2 2 0 ,3 3 ,4 4 0

0 0 sec

sred s sred s s sred s sred s s

redx bx
bred

E A E A a y E A E A h a y
I I

E

          

       22sec sec sec sec
,1 1 ,3 3 0 ,2 2 ,4 4 0

0 0 sec

sred s sred s s sred s sred s s

redy by
bred

E A E A a y E A E A b a x
I I

E

          

26. 
Радиусы инерции приве-
дённого сечения. 

0redx
redx

red

I
i

A
 , 0redy

redy
red

I
i

A
 . 

27. 
Уточнить положение 
нейтральной оси. 

 2
0 , 0

. . , 0 2
0

1
y i jredy

н о i j
x redx

e y yi
x x

e i

 
   
  

, 
 2

0 , 0

. . , 0 2
0

1
x i jredx

н о i j
y redy

e x xi
y y

e i

 
   
  

, 

 2
0 0

. . 1 0 2
0

1redy y s
н о s

x redx

i e a y
x x

e i

 
   

  
, 

 2
0 0

. . 1 0 2
0

1 x sredx
н о s

y redy

e a xi
y y

e i

 
   

  
, . . 2 . . 1н о s н о sx x , 

 2
0 0

. . 2 0 2
0

1 x sredx
н о s

y redy

e b a xi
y y

e i

  
   

  
, 

 2
0 0

. . 3 0 2
0

1redy y s
н о s

x redx

i e h a y
x x

e i

  
   

  
, 

. . 3 . . 1н о s н о sy y , . . 4 . . 3н о s н о sx x , . . 4 . . 2н о s н о sy y . 

28. 

Уточнить расстояния от 
каждой точки железобе-
тонного сечения до 
нейтральной оси. 

. . , . . , ,н о i j н о i j i jdx x x  , . . , . . , ,н о i j н о i j i jdy y y  , 

   
. . , . . ,

. . , 2 2

. . , . . ,

н о i j н о i j

н о i j

н о i j н о i j

dx dy
d

dx dy



; 

. . 1 . . 1н о s н о s sdx x a  , . . 1 . . 1н о s н о s sdy y a  ,  . . 2 . . 2н о s н о s sdx x b a   , . . 2 . . 2н о s н о s sdy y a  , 

. . 3 . . 3н о s н о s sdx x a  ,  . . 3 . . 3н о s н о s sdy y h a   ,  . . 4 . . 4н о s н о s sdx x b a   , 

 . . 4 . . 4н о s н о s sdy y h a   , 
   

. . , . . ,

. . , 2 2

. . , . . ,

н о s l н о s l

н о s l

н о s l н о s l

dx dy
d

dx dy



, l=1,2,3,4. 
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Окончание таблицы 1 
1 2 3 

29. 

Определить относительные 
деформации для наиболее 
сжатой бетонной площадки, 
её идентификация. 

 
b b

min
, ,minb i j i j    , i=ib, j=jb; 

b b

min
,b i jx x ; min

,b bb i jy y . 

30. 
Координаты нейтральной оси 
для наиболее сжатой бетон-
ной площадки. 

 2
0 0min

. . 0 2
0

1redy y b
н о b

x redx

i e y y
x x

e i

 
   

  
, 

 2
0 0min

. . 0 2
0

1 x bredx
н о b

y redy

e x xi
y y

e i

 
   

  
. 

31. 
Расстояние от наиболее сжа-
той бетонной площадки до 
нейтральной оси.    

min min min min
. . . .min

. . 2 2min min min min
. . . .

н о b b н о b b

н о b

н о b b н о b b

x x y y
d

x x y y

 


  
 

32. 

Определить относительные 
деформации для наиболее 
растянутого и наиболее сжа-
того арматурного стержня, 
его идентифицировать. 

 max
,maxs s l  , l=1,2,3,4  lmax,  min

,mins s l  , l=1,2,3,4  lmin. 

33. 

Координаты нейтральной оси 
для наиболее растянутого и 
наиболее сжатого арматурно-
го стержня. 

max

max
. . . . ,н о s н о s lx x , 

max

max
. . . . ,н о s н о s ly y ; 

min

min
. . . . ,н о s н о s lx x , 

min

min
. . . . ,н о s н о s ly y . 

34. 

Расстояние от наиболее растя-
нутого и наиболее сжатого ар-
матурного стержня до 
нейтральной оси. 

   

max max max max
. . . .max

. . 2 2max max max max
. . . .

н о s s н о s s

н о s

н о s s н о s s

x x y y
d

x x y y

 


  
, 

   

min min min min
. . . .min

. . 2 2min min min min
. . . .

н о s s н о s s

н о s

н о s s н о s s

x x y y
d

x x y y

 


  
. 

35. 
Вклад каждой компоненты 
сечения в кривизну. 

min 2
0 min

. .

b
b

н о bd


  , max 2

0 max
. .

s
s

н о sd


  , min 2

0 min
. .

s
s

н о sd


  . 

36. 
Обобщённая кривизна сече-
ния. 

 min max min
0 0 0 0min , ,b s s    . 

Этап III. Проверка сходимости итерационного процесса  

37. 

В случае если среднеквадра-
тичная относительная разница 
кривизн, полученных на дан-
ной и предыдущей итерациях, 
превышает 5 %, то расчет по-
вторяют с п. 11. 

   
 

   
 

2 2

0 0 0 01 1

0 0

1
100% 5%

2
k k k k

k k

   
 

 
            
        

. 

Этап IV. Конечный результат

38. 
Предельная продольная сила, 
приложенная в центре тяже-
сти приведённого сечения. 

1 1 4

, , ,
0 0 1

n m

ult x y i j s l s l
i j l

N A 
 

  

      или 

1 1 4
sec sec

0 , . . , , , . . ,
0 0 1

n m

ult x y i j н о i j s l s l н о s l
i j l

N E dx E A d
 

  

 
    

 
  . 

39. 
Компоненты предельного мо-
мента. 0ultx ult xM N e , 0ulty ult yM N e , 2 2

ult ultx ultyM M M   

Этап V. Проверка

40. 

Проверка прочности нор-
мального сечения. Если про-
верка не выполняется, то сле-
дует поменять исходные дан-
ные п. 1, пересчитать задачу и 
получить оптимальное кон-
струирование. 

ultN N . 

 
Для верификации предложенного алгоритма воспользуемся экспериментальными дан-

ными, приведёнными в работе М.С. Торяника [15]. Сравнение выполнено в таблице 2. 
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Таблица 2 – Сопоставление результатов расчёта с опытами 

Марка 
образца 

Размеры 
сечения, 

мм 
Армирование, мм2 

Марка 
бетона, 
кг/см2 

Предел 
текучести 
стали, 
МПа 

Эксцентриситет, 
мм 

Несущая 
способность, 

кН 

h b As1+As2 As3+As4 e0x e0y 
exp
ultN  th

ultN  

ПК-1 336 215 308 308 191 351 47 130 420 448 -6,8 % 
ПК-2 330 210 491 154 249 355 36 100 720 733 -1,8 % 
ПК-3 320 215 491 154 294 353 29 80 980 1018 -3,9 % 
ПК-4 331 215 491 154 261 350 51 140 560 526 +6,1 % 
ПК-5 327 215 491 154 282 351 58 160 490 502 -2,4 % 
ПК-6 330 213 491 154 274 346 47 130 620 612 +1,3 % 
ПК-7 329 223 491 154 259 347 47 130 620 615 +0,8 % 

 
Выводы 
1. Разработан подробный алгоритм итерационной методики расчёта прочности желе-

зобетонных элементов прямоугольного профиля при косом внецентренном сжатии с приме-
нением нелинейной деформационной модели. По всей видимости, в такой степени детально-
сти алгоритм представлен впервые. 

2. Особенность предложенной методики заключается в том, что для каждой компо-
ненты железобетонного сечения (бетонной площадки, арматурного стержня) вводится ло-
кальная система координат с началом отчёта, расположенном на нейтральной оси сечения. 
Это позволяет на этой оси приравнять продольные деформации нулю, ε0=0, и значительно 
упросить расчётные формулы для определения кривизны и других параметров. 

3. Выполнено сравнение результатов расчёта разрушающей нагрузки Nult по методике 
с экспериментальными данными, приведёнными в работе М.С. Торяника [15]. Сравнение 
выполнено для 7 коротких образцов, отличающихся размерами поперечного сечения, арми-
рованием, классом бетона, эксцентриситетом приложения нагрузки. Установлена близость 
результатов, отличие составляет от -6,8 до +6,1 %, что можно считать приемлемым, поэтому 
предложенная методика рекомендуется для внедрения в нормы проектирования. 
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